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Studio termodinamico e meccanico

del polibutadiene 1,4 transtattico orientato
Nota I

Si esamina il comportamento  di una fibra ideale di polibutadiene 1,4
trans, supposta completamente cristalling e con catene macromolecolari per-
fettamente orientate nella direzione dellasse dellg fibra mel campo di tempe-
ratura nel quale si verifica la nota transizione di primo ordine solido-solido.

Si considera lg variazione della temperatura di trasformazione dalla fase I
alla fase II (accompagnata da una contrazione dell’asse deilg catena) per ap-
plicazione di uno sforzo meccanico puramente assiale; la variazione isolerma
di lunghezza della fibra sottoposte. a trazione; la variazione isodinamica di
lunghezza della fibra in funzione dellg temperatura.

Nella nota II i dati ideali verranno confrontati con quelli determinati spe-
rimentalmente. '

B S -

Considerazioni teoriche. - .~ -~ - o= 180, 1900 ogni singola catena corrispoi
ad una o all’altra delle due sequenze ..{a}{a
oppure ..{B}{B}.. Nel caso della modificazione
alla conformazione della catena viene attribuita 1
successione statistica delle eonformazioni locali
e B, infatti la scarsa nettezza delle riflessioni d
e II strato degli spettri di fibra, & conciliabile s
con:una non perfetta regolaritd della configurazic
della catena, mentre glustifica I'accorciamento-—
~periodo:.di_iden : :

L'interessante comportamento termico e meccani-
co del polibutadiene 1,4 transtattico che & stato sin-
tetizzato con alto peso molecolare e alta purezza ste-
rica (> 99%) per la prima voita in questo Istituto
nel 1955 ('), ci ha suggerito uno studio approfon-
dito delle sue proprietd termodinamiche. In parti-
colare era stato trovato che il polibutadiene 1,4 trans-
tattico ha una temperatura di fusione di 145°C _e.-

,pféséﬁzta ‘ﬁh*éii‘tfa transizione del primo ordine a- 551 _ iiflsu':jlgl dicate & & B s
mZﬁ(;%;;t)’dltiméAr}tr;énsizibne’ é do;}ufé al‘wbo{ill;;orfis'md L T sgg’g“’é&enns;—; sono--compatibili—con™u
del polibutadiene 14 trans; infatti al disotto dei 76.C." :gnfgﬁ{{&zmng Fomplesswa della catena a_relati:
7777 @ stabilé una forma cristallina chiamata forma I: '

al di sopra dei 76°C & fino alla temperatura di fu-. -
sione & stabile un’altra forma cristallina_chiamata

forma I1. " = Tt ) -
Analogamente alle transizioni di primo ordine
solido liquido che sono accompagnate—da-unag vas
riazione di conformazione della catena principale,
che risulta regolare soltanto allo stato cristallino,
“la trasformazioné a 76°C del polibutadiene 1,4 trans
& causata da una particolare variazione di confor-
mazione della catena principale. Il periodo di iden-
titd della’ forma II lungo l'asse della catena e di
4,68 A, e cioé minore del 4,9% di quello della for-
ma I (4,92 A) mentre la sezione occupata da ogni
singola catena che cristallizza nella forma II (20,64
A%, risulta del 15,6% maggiore di quella della for-

ma I (17,84 A?. - 7

Lo studio della struttura della forma I (*) ha con-
sentito di assegnare alle catene in forma I la confor-
mazione indicata nella fig. 1. Lo studio accurato del-
la struttura della forma II (*) sara oggetto di un la-
voro separato con la collaborazione di G. ALLEGRA.
Accenniamo qui soltanto ad alcuni risultati signi-
ficativi: nella modificazione I la conformazione del-
la catena & caratterizzata da una configurazione ; :
irans e da angoli di rotazione interna tra i piani ' @c
Q@ H

dei legami successivi, corrispondenti a due terne

equivalenti « e B. La terna « ha i valori o, =— 1207 .
q B a . . : ’ Fig. 1 - Conformazione della catena del polibutadiene 1
oo = 18(°, o1 = 240", 1a terna B ha i valori o, — 240, trans nella modificazione I.
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TaBELLA 1
Principali dati termodinamici relativi alle transizioni del primo ordine del polibutadiene 1,4 trans.

Fusione forma I Fusione forma II Transizione forma 1 — forma II
Bibl.
AH AS T AH AS T AH AS T
cal/um. cal/u.m., °K oC cal/u.m. cal/u.m., °K oC cal/u.m. cal/um., °’K °C
2400 == 1000 6,435 100 1100 = 50 2,7 145 1300 = 1000 C37 76 ®»
n.d n.d. n.d. nd. n.d. nd. 816 =78 2,58 % 0,03 44 ®
3300 8,9 926 1100 2,7 145 2200 6,3 7% 0]
mente basso contenuto di energia e con accettabili In tutti i casi precedentemente citati Ia varia-
: distanze di vaN DER WasLs tra gli atomi di ogni sin- zione di conformazione delle macromolecole costi-
! . gola catena. tuenti il polimero & responsabile della variazione

Verosimilmente la trasformazione a 76°C, connes- di lunghezza delle fibre stirate che si verifica in
sa con'una contrazione del periodo di identitd lungo corrispondenza delle transizioni.
lasse ¢ e accompagnata da un allargamento della ' (Cosi avviene nel caso della transizione fase I—
sezione equatoriale, ha luogo senza un elevato spo- ., fase II del polibutadiene 1,4 trans: la variazione
stamento reciproco, di carattere diffusivo, delle sin- ' rilevata ai raggi X del periodo ‘di identitd lungo la
gole catene e cio® ha luogo con una semplice de- direzione dell’asse della catena corrisponde, nel caso
formazione dei singoli cristalli preesistenti, senza gj fibra orientata, a una variazione di lunghezza del-
che si .verifichi una distruzione dei cristalli della l'intero ‘campione; cosi avviene nel caso della a che-
forma I e una successiva formazione di altr1 cri- ratma che passa <da ‘una conformazione « ad elica

stalli indipendenti in- forma IL B ~—~——-~—ad4muonformazmne_ﬁ_ ‘essenzialmente planare;e"
La reverSIblhté. della trasformazione risulterebbe cosi avviene nel caso dei pohmerl cristallini orien-

cosi anche morfologica, avendo verosimilmente luo- tati che fondono accorciandosi a causa del riarran-

go nella trasformazione dalla modificazione 11 alla I, g1amento conformazmnale delle catene orientate che

la riproduzione delle stesse cristalliti preesistenti passano'a «random coils ».

nella forma I, o per lo meno di quelle che erano Un buon orientamento e conseguente paralleliz-

gid ben sviluppate. ‘ zazione delle macromolecole nel senso dell’asse della
Le variazioni di entalpia e di'entropia che accom- fiphra &- mmspensabxle per poter rilevare in modo

_pagnano le trasformazioni solido liquido della for- pen apprezzablle l'accorciamento_della fibra di poli-
ma I e della forma II sono state misurate () con il ;i s :

metodo dell’abbas

/ nt ome indicato da
."FLORY o , ‘ - verebbe m gm dJrezmne dopo la transmone un

Rlcerche sperlmeritah sulle propmeta termodma— aumento ~delle dimensioni della fibra dovuto all’au-

““miche del polimero sono state eseguite anche.per - mento. d1 volume che .accompagna la transizione .
“via calor'metmca (9).:Recenti _esperienze.sono.state

T gseéguite con il-metodo deil'anahsi’%ﬁ;mca differen-
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v In questa ‘prima Nota , ]
" ziale (). La tabella 1 rlportaﬂyﬂau termodinamici  termodinamico della transizione enantlotroplca SO-
sino ad ora noti che interessano il nostro argomento. 1jdo solido di una fibra omogenea ideale di polibu-
Nel presente lavoro abbiamo affrontato lo studio  tadiene 1,4 trams; in una seconda nota (*) si riferira
Vtermodmamlco della’ ptjasformazmne forma I—for- gsul comportamento di una fibra reale..
ma 11 cercando di valutarne il AH € il AS per mezzo , : ' ”
" di misure meccaniche tenendo_conto del fatto che . LTI A IR
in.una fibra in’ cui “sono presentl due fasi in equi- ST T e

librio la temperatura alla quale pud avvenire la %7‘
. " transizione 2 funzione della forza applicata secondo 3
un’equazione analoga a quella di CrapEvrON (*7) Va- +2+ .-
lida per i passaggi di stato. e )
Negli ultimi anni interessanti-esempi di applica- p
zione della precedente equazione sono stati pub- 0 T 3 © 5 o™y & o +-T°C -
blicati. Citiamo in particolare gli studi relativi alle -1
trasformazioni stato solido cristallino —» stato amor-
fo eseguiti sulle proteine fibrose. cristalline per es. 2]
- sul collageno (*), che presentano forti contrazioni -3
¢ alla fusione; gli studi () sulla gomma stirata con i
alto grado di orientamento e quindi cristallina, che Cor \.._
: per riscaldamento si accorcia nella direzione di stiro =5
i diventando amorfa; gli studi relativi alle trasforma- . ;
zioni enantiotropiche fra fasi solide come la trasfor- e scientaia G pibacadions Lt trone o funone della
mazione «— 8 delle fibre di cheratina trattate con  temperatura (curva superiore), in confronto con la varia-
alcali (%), zione percentuale di lunglil:?za‘ di una fibra orientata (curva
{ eriore).

»
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Studio termodinamico della transizione.

Per fibra si intende un campione di materiale
di forma per lo pil cilindrica, di lunghezza almeno
diecine di volte superiore alle dimensioni trasver-
sali; per un alto polimero lineare allo stato stirato
nel senso della lunghezza del campione, essa & co-
stituita da molecole orientate nella direzione di sti-
ro. Una fibra & considerata omogenea quando pre-
senta identiche proprieta in tutti i suoi punti. Si sup-
ponga. inoltre che sia cristallina al 100% e che la di-
rezione dell’asse e dei cristalli coincida esattamente
con la direzione. dell’asse della fibra. Qualunque
trasformazione di carattere fisico che interviene
sulla fibra viene considerata, nel caso ideale, ter-
modinamicamente reversibile.

I sistema da noi studiato & costituito dalla fibra
considerata. a cui € applicata una forza “esterna f
diretta secondo T'asse. Tenuto conto che le variabili
fisiche agenti sul sistema S0no la pressione, la_tem-
peratura e la forza esterna applicata, che la pres-

. sione & costante e che il sistema & costituito daun
solo componente, la nota regola delle fasi di GrBBS

indica J'esistenza di due gradi-di tibertd nel-caso-che - - — - i B~ _m_o_*_g,go ™50 T(0)

nel sisteina sia presente una sola fase, e di un solo
grado di liberta nel caso che siano presenti due fasi.

Durante la transizione fase I —s fase II da noi con-

giderata, essendo presenti due fasi, il  sistema e
‘monovariante e ciod "la "temperatura del passag-
gio di stato & funzione univoca della forza .applicata
4] sistema. In accordo con il principio di LE CHATE-

umento -della temperatura dijt'rans’izio,
la transizione gnata nel s

—Iequazione—te

_ go 10
£49) | o (9 fem?)

p.

Fig. 3 - Retta di equilibrio calcolata per 1a fibra della tabella 2.

f) Forza Q! equilibrio; o) Sforzp di equilibrio; T) Temperatura.

librio di fase considerato &

[1} :;w“’(@a{l"i\)ru« =T

_LIER un-aumento della forza applicata provoca un . B o
. ) L sono rispettivamente i simboii di

espressa dalla formula:

AS
AL

tropia, Junghezz
simbo esi

- Frory. (*").che

Dati. assunti per i calcolo del ¢o
avente peso di 54,

mportamento termodi amico™ f
1ge hinghezza 100"

5 di transizione & forza gero T — - 5 o 70C.
i Lunghezza-della fibra nella fase I a forza zero e temp. T, LY = 100cm o " -
Densita della fibra mella fase I'a T, : war "= 0,996/ om
Sezione della fibra nella fase 1 Al = 0,543 cm?
Modulo elastico della fibra nella fase I Er = 10.000 kg/cm?
Coefficiente di dilatazione termica lineare nella direzione dell’asse della fibra nella )
fagse I ot . = 0,5.10-4°K-!
Lunghezza della fibra nella fase II a forza zero e temp. T, L‘: ;= 9513cm S
Densita della fibra nella fase 11 a T, an = 0,932 g/cm’
Sezione della fibra nella fase II Al = 0,609 cm?
Modulo elastico della fibra nella fase II En = 2.000.kg/cm?
Coefficiente di dilatazione termica lineare nella direzione dell’asse della fibra nella .
fase II : . all = 0,4 X 10-* oK -1
Variazione di entalpia della transizione di 1 ordine della fibra considerata AH = 1000 cal
= 42,68510¢gcm
e =1L Q—a" 7y—L. , A-—atT) ’ — 4,459992 cm
(-] o
b =LY —L —11,94800 X 10-4 cm °K-
o o
Lt L,
hd ° 59,62317 X 10-¢cm g-1
€ = THu Au B AL
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che si verifica al passaggio di stato per una trasfor-
mazione completa.

L’equazione [1], tenuto conto dell’'equazione valida
allequilibrio AH —T AS —fAL = 0 si trasforma
nella:

[ of AH —f AL AH f
21 (BT )M =T T TAL —FaL T
o ’anche nella
f
'[3] 9 T _ AH
a-l— T AL
T na

Uno studio completo di applicazione dell’equa-
zione [1] a una generica fibra pohmerlca & stato
fatto da CrFErrl e SmitH (Y): esso ci & stato utile
come riferimento per lo studio del comportamento

termodinamico ideale del polibutadiene 1,4 trans.

Nel caso di una transizione solido solido, assumendo
AH e AL costanti al variare della temperatura di
transizione, l'equazione [3] integrata diventa

W =TT

e galfuim. e AL =S i 87% gh altm_dan_necessarl

ove T. @ la temperatura di transizione della gi_bra
a forza zero. '

La fig. 3 rappresenta la retta f, T di equilibrio .

calcolata secondo la [4] per una fibra ideale di poli-
butadiene 1,4 trans del peso di 54,1 grammi (peso
molecolare dell’unitd monomerica), avente AH = 1000

ove gli indici inferiori f, T indicano la forza e la
temperatura a cui sono valutate le lunghezze L
e gli indici superiori I e II indicano le rispettive
forme cristalline. Ammesse la normale legge di dila-
tazione termica lineare e la legge di Hooke si ha

Lir = L, [1+¢(T——T,) ](1

L}, = L,‘,‘,,n [1+a“(T——T.,)] {1+ E;ZF)

L’equazmne 5] si trasforma ‘nella equazione ap-
prossimata

(6] AL = L,ff,n [1 +a"(T—_7_',)+'_E-§%H—]_
—L:,rn [ 14a(T—T)+ _E—‘iA_.‘—]

;in-cui é stato trascurato iﬂ 'germ'me ( B A‘ —— L., T, =+

+L. T, E“ VG ) (T —T.)f che ha valore numerico

plccolo rispetto agh altr1 termini.
--Si--ammetta in prima approssxmazmne che i mo-

""d‘\ih‘éiasticr‘é Je sezioni—della fibra-4'-e-A"-siano

costanti ‘al variare di f e di T.
L’equazmne {6] @ della forma:

:[7]:: " AL = ¢+ bT +cf

ove @, b e c sono costantl la cui espressione e i cui
-valori numerici .sono riportati nella tabella 2 che
iassume tutti - :dati necessari al calcolo.

Sostituendo :I'equazione 7] nella [2]7si ottiene:

! .
- ﬁ)e,syha

AL'—aAL—cAH = . @

Va +4cAH-—2AL:+a' J/'a’+4cAH+?A2_V L—a

n
AL?,‘_-aAL.-—cAH

& -esprimibile con 'equazione di tuna retta.ma @ de-
ducibile per integrazione dell’equazione [2], nella
quale AH e AL sono da considerare nel caso gene-
rale variabili. .

Nell’esempio seguente l'equazione [2] viene inte-
grata ammettendo AH costante e AL espresso da

~ una opportuna equazione qui di seguito indicata.

Si consideri una fibra che abbia le stesse caratteri-
stiche ponderali e geometriche di quella precedente-
mente studiata (tab. 2) e che segua la legge di HookE
con modulo elastico E' quando si trova totalmente
nella fase I, e con modulo elastico E" quando si tro-
va totalmente nella fase II. Essa sia caratterizzata
nella direzione dell’asse della fibra da coefficienti
di dilatazione termica lineare o' e a". In queste con-
dizioni i1 AL relativo al passaggio di stato & dato
dall’equazione:

(51 AL = L}, —Ljs

‘VOL, 47:- N. 7 - LUGLIO 1965

I/a’+4cAH

Va‘+4cAH+2AL —a Va=+4cAH-—2AL+a

' Nel caso pm generale la funzxone f.q_f(T) non

ove AL = a4+ bT.. :

~Pér valori arbitrari’ d1 AL si ottengono dalla [9]
altrettanti valori di T e in base alla [7] altrettanti
valori di f.

La curva di fig. 4 rappresenta la funzmne f, T di
equilibrio cosi calcolata secondo i dat.l illustrati-nella
tabella 2; la retta ivi riportata a tratto, piene rap-
presenta la stessa funzione nel caso che il AL della
transizione sia assunto costante. La pendenza della
curva f, T (vedi equazione [2]) cresce in corrispon-
denza del decrescere dell’accorciamento AL; rag-
giunge un- valore infinito in corrispondenza di f*
e cambia di segno per valori di AL positivi.

"Mutando i yalori del modulo elastico della for-
ma II e avvicinandone il valore numerico a quello
della forma I, i ottiene una famiglia di curve com-
prese tra la curva e la retta della fig. 4.

Nelle nostre misure sperimentali AL non ¢ mai
risultato positivo e la curva f., T sperimentale non

N

ha mostrato inversione di pendenza come avviene
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N 700 700 7o s T(O)
V Fig. 4 - Curva di equilibrio ¢, T ‘o o, T) calcolata per la
fibra della tabella 2:

@) Curva di equilibrio per AL = a + bT + cf

b) Retta di equilibrio della fig. 4 (AH/AL = cost).

: nel caso della fig. 4, in accordo con il fatto che si

g . raggiunge il carico di rottura, prima di poter arri-

j vare al punto di tangenza infinita f*.

~~ Per generalizzare il diagramma, abbiamo ripor:

" tato sull’asse delle ordinate, anche

. sforzi g, ottenuti dividendo le for
A'proiri‘no. S

~del

- -e-la fase II, essendo il grado di_varianza unitario,
la forza-necessaria per mantener quilibrio & ine
pendente dalla lunghezza del-provi
della sola temperatura. - T S
In tal caso a temperatura costante - la -lunghezza
del provino dipende dall’ammontare delle due fasi

gl 4 Varkn?

i~wvalori—degli—

E’ -interessante Vrilevaré che nel jsistiexrla' iide’élér . X ST
“aﬁa*ffdﬁaﬁbﬁtémporaneamentemesenti la-fase T— to_AB) 'andamento

contemporaneamente presenti e percid, pur essendo  C Q :
“la forza sempre uguale, la lunghezza—pud—variare -lativo. accorciamento. Abbassando ancora la T 1a

da una lunghezza minima che compete alla fibra sot-
toposta alla forza f guando & presente la sola fase II
a una lunghezza massima, che compete alla fibra
quando & presente la sola fase L

~ Pper meglio illustrare questo concetto, nella fig. 5
riportiamo. il diagramma isotermo tipico f, L cal-
colato per la stessa fibra ideale di polibutadiene
1,4 trans caratterizzata dai dati della tabella 2, a
cinque temperature differenti.

Per es. a-702 e a f=0 la fibra si trova nella
fase II (punto A); applicando in modo isotermo uno
sforzo, la fibra si allunga seguendo la retta 4 B,
(monovarianza) secondo l'equazione di HOOEKE sino
a che la forza raggiunge il valore f., caicolato se-
condo 1a ‘[9] e la [7] (vedi fig. 4). Appare allora
la fase I, il sistema diventa invariante e tutta la
fase II deve essere convertita nella fase I con con-
seguente allungamento a f = cost (tratto BC) prima

- che'la forza possa tornare a salire (tratto CD: mo-
novarianza) ancora secondo la legge di HOOKE.

La fig. 6 illustra le curve lunghezza temperatura
a forza costante sempre calcolate secondo i dati
della tabella 2. Nel tratto AB si osserva un piccolo

allungaimento dovuto-ata"dilatazione ‘termica: della.

forma cristallina I; nel tratto BC la contrazione

,, dovuta al passaggio di stato, nel tratto CD un nuovo
piccolo allungamento dovuto alla dilatazione della

forma cristallina- 11, Si osserva che i |AL| del pas-
saggio di stato diminuiscono al crescere della forza
applicata: cid: & dovuto ai valori diversi dei mo-
duli E* ed E™. In corrispondenza di f* risulta AL =0.

vhgzzaf_castante;semprg#c

. .La fig. 7 illustra le curve forza temperatura a lun- -
jezza nte sempre calcolate dai dati della ta- .

ampo di mperatira sufficientemente’eleva

.Qellé ,,fdsza in funzione ~della

* temperatura escente quando & presente 1a
;sola: fase 11 .¢

02 Gome -in- tutti

TNOTI

“‘corpi -cristallini .

AT

pub'trasfdrmarsi completamenbel'nella fase 1 non
essendo consentito, dalla condizione L = cost, il re-

D Fbobe poent)
7 “Uem) 25 :
40 101 4 B8
20
-30
] o
. d
g
20 :190
- % A0y
=5Kg
§+0 .
5_-”
ol 4 T t :
g 9 97 98 9 100 {m) b & 70 T 72 737(T) 53]
Fig. 5 - Isoterme f, L (o, L) cal- Fi ) .
. g. 6 - Curve lunghezza tempera Fig. 7 - Isolunghezze forze tempe-
colate per la fibra della tabella 2. tura (L, T) a forza costante cal- rature f, T (s, T) calcolate per 1a
vt i 3 colate per la fibra della tabella 2. fibra della tabella 2.
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curva f, T a L = cost viene a coincidere con la curva
fa T che, come & stato gid detto, & indipendente
dalla lunghezza del campione ed & quindi curva co-
mune della famiglia di curve avente L come para-
metro. ‘
Abbassatasi la temperatura al valore T, la f si
*annulla (punto C). A questo punto risulta impossi-
bile rispettare la condizione L =cost, poiche il pro-
vino a f=0e T'="T, si allunga sino alla lunghez-

za L! , ; per impedirlo occorrerebbe I'intervento di

wuna forza di compressione che perd non sarebbe
efficiente per lintervento del fenemenc del carico
di punta. )

Durante il raffreddamento a lunghezza costante,
illustrato nella fig. 7 dal tratto BC, cambia il rap-
porto tra le masse delle due fasi presenti, come
si pud meglio comprendere dalla fig. 5 ove la paral-
lela all’asse delle ordinate caratterizzata dal valore
dell’ascissa costante (per es. L = 96) taglia i tratti

. orizzontali delle diverse isoterme dividendoli- in due-
segmenti a e b il cui rapporto & uguale al rapporto
tra le masse delle fasi I e II, secondo la nota regola
della leva. Questo rapporto cresce al diminuire della
temperatura.

(#—Az—0)

ed

Sostituendo le tre precedenti nella [1] e separando. - --——

le wvariabili, si ottiene:

arT z2dz
T #—AZ—C

Assumendo i valori di a, ¢ e AH indicati nella tabel-
la 2 il discriminante del trinomio (22— Az— C) risulta
positivo ed allora la soluzione integrale (%% ‘déll'ultima
equazione differenziale formisce: -

1 B
In T+ cost =7-2— {ln (22— Az —C) —

A , Watrec+2z—A ]
n ‘
T2
‘ e V_ A*4-4C
La costante di iritegrazione si determina con la con-
dizione T = T,; f = 0 e ciot z =2, = A + BT,
Si ottiene cosi 'equazione:

Narrsc+22z—A

Qualora il raffreddamento venisse eseguito su un
campione avente una lunghezza costante maggiore

della lunghezza L:, T possédu.ta dal medesimo cam-

pione a forza zero e alla temperatura T, la fine
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Sostituendo a Z il suo valore XAI? e ad A4, C i rispetti-

e si ottiene finalmente:

Y@+ 4cAH+2AL—a ]

ALY —aAL,—cAH

Vo +acAH

o Vo FicAH—2ALFT |

: della trasformazione fase 1T —fase I'si veruicﬁér‘@b?-‘fﬁtmrmgrazimﬁ‘ingf—M%Bm&-ﬁeri—su'gger'f%
.. beper T>T, e lafibrasi troverebbe in fase I gia menti dati per la soluzione dell’equazione differen- - -
: *“gotto sforzo; diminuendo allora.la. temperatura. si . ziale - illustr ET '
= sserverebbe @ L costante una risalita della forza-
. (vedi fig. 7). ‘ M
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Appendice.

T TRigoluzione déll'equazione differenziale

r= ().
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T(a +.bT + cf)

ove AH, a, b, ¢ sono costanti. :
44, 42

it
]

trasformando si ottiene Bur. Poly J.

- 1
1 _— e = Tf
A 1] iTBT+ 0 +f i w

(12
- Postoz:A+ET+Cf‘:

)

AH ) ne risulta:
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